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Hierin bedeuten u die effektive Masse des Molekiils,
V (R) die potentielle Energie und E, die Energieeigen-
werte.

In der Nidhe der klassischen Umkehrpunkte Rpin
und Rpax ist (A1) nicht mehr giltig, denn mit ver-
schwindendem E,—V wird ¢, unendlich gro. In die-
sem Gebiet werden die Eigenfunktionen in der Néhe
von Rpin durch

@0 (R) =amin’ 2 (amsin [R— Rumin]) (A2)
und in der Nihe von Rpyax durch
@o(R) = (—1)? amae 2 (@mx [Rmax—R]) (A 3)

gegeben. amin, max ist fiir jedes v durch die Steigung
der Potentialkurve in den zugehorigen Umkehrpunk-
ten Rpin und Rpax bestimmt.

Die Funktion £(§) ist von vanper Hewp berechnet
worden und in der Arbeit von Kramers ?® tabelliert.

Die numerische Rechnung verlangte noch folgende
Nidherungen:

1. Zur Interpolation der Zwischenwerte der Poten-
tialkurve ® wurde fiir ¥'=0...13 ein Polynom durch
die gegebenen Punkte der Potentialkurve gelegt, die

26 0. BewersporrF, Z. Phys. 103, 598 [1936].
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weiteren Zwischenwerte wurden durch parabolische In-
terpolation gewonnen.

2. Die Interpolation der Zwischenwerte der Hilfs-
funktion Q(§) erfolgte fiir negatives Argument mit-
tels eines Exponentialansatzes, fiir positives wurde
parabolische Interpolation verwendet.

3. Die Steigung der Potentialkurve zur Bestimmung
VOn @min, max wurde fiir v'=0 und 1 graphisch ermit-
telt. Fiir grofere Schwingungsquantenzahlen " fand
ein von BeEwersporrr 28 vorgeschlagenes Verfahren Ver-
wendung, das gleichzeitig einen guten Anschlul der
Funktionsteile aneinander gewéhrleistet. Es wurde der
erste und letzte Knoten der Eigenfunktion bei R; und
R, benutzt:

% 234

o ] % 2,34
min Rl—Rmin

Gmax = -
¥ Rmax—Ry’

mit £=2,34 der Nullstelle der Hilfsfunktion Q(&),
und an diesen Knoten die Funktionen angeschlossen.

4. Die Schwingungseigenfunktion v=0 des Grund-
zustandes wurde nach Morse in geschlossener Form
berechnet und die dazu notwendigen spektroskopischen
Daten den Tabellen in %7 entnommen.

und

(A4)

27 G. HerzsErG, Spectra of Diatomic Molecules, D. Van Nost-
rand Co., Princeton —London —Toronto 1950.
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The linearized Borrzmans—Viasov-equation is solved for a semi-infinite degenerate plasma and
a plasma within a layer. It is shown, that the surface oscillations first discussed by Rircmie have
a linear dependence on the wave vector and are damped.

Die Existenz von Oberflichenwellen in einem Elek-
tronenplasma wurde zuerst von Rircuie ! diskutiert.
Er zeigte, dal es in einem Halbraum Anregungen
mit der Frequenz w,/}/2 gibt, wenn w, die klassi-
sche Plasmafrequenz ist. Diese Anregungen haben
den Charakter von Oberflichenwellen. RircHiE be-
handelte das Elektronengas im Rahmen der Broch-
schen hydrodynamischen Gleichungen, die im Ver-
gleich zur BorrzmanN-Gleichung den Vorteil grofe-
rer Einfachheit haben. Jedoch lassen sich die hydro-
dynamischen Gleichungen nur approximativ aus der
korrekteren Borrzmann-Gleichung ableiten; dabei

1 R. H. Rircuig, Phys. Rev. 106, 874 [1957].
2 V. L. Gizzeurc, Propagation of Electromagnetic Waves in
Plasma, Verlag Gordon and Breach, New York 1961.

liegt die Problematik in dem hydrostatischen Druck-
glied der hydrodynamischen Gleichungen 2, das sei-
nerseits die rdaumliche Ausbreitung der Wellen im
Plasma beschreibt. Daher sind bei der genaueren
Behandlung der Oberflichenwellen nach der Bovrrz-
MANN-Gleichung Korrekturen in der Dispersion der
Oberflichenwellen zu erwarten. Nach RircuiE 3 sollte
ihre Eigenfrequenz in erster Naherung (lange Wel-
len) linear vom Wellenvektor abhingen, nach Kana-
zawa ¢ quadratisch. Kanazawas Rechnung folgt der
Behandlung der gewdhnlichen Plasmawellen von
Nozitres und Pines %, und zwar mit der Modifizie-

3 R. H. Rircuig, Progr. Theor. Phys. 29, 607 [1963].
4 H. Kanazawa, Progr. Theor. Phys. 26, 851 [1961].
5 P. Nozikres u. D. Pines, Phys. Rev. 109, 741 [1958].
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OBERFLACHENWELLEN IN EINEM ELEKTRONENPLASMA

rung, daf die Couroms-Wechselwirkung zwischen
den Elektronen als periodische Funktion angesehen
wird. Hierbei ist die Periode durch die Dicke der
Schicht gegeben, in die das Plasma eingeschlossen
ist. Es ist aber sehr zweifelhaft, ob auf diese Weise
ein Rand sinnvoll beschrieben werden kann.

Es ist bekannt, daB die Plasmawellen eines homo-
genen, unendlich ausgedehnten Plasmas zeitlich ge-
dampft sind. Die eine Ursache der Dampfung liegt
in den StoBen der Elektronen mit den Ionen des
Plasmas. Die andere Ursache ist die Laxpau-Damp-
fung, die man als eine CErENKOV-Strahlung der Elek-
tronen im Plasma verstehen kann?2; sie tritt ein,
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wenn die Geschwindigkeit eines Elektrons grofer
ist als die Phasengeschwindigkeit der Plasmawelle.
In der hydrodynamischen Naherung wird die Lan-
pau-Dampfung vernachlassigt 2.

Um diese von den Stoflen unabhingigen Effekte
zu beriicksichtigen, ist es daher nétig, von der Borrz-
MANN-Gleichung auszugehen, wie es im folgenden ge-
schieht. Dabei wird angenommen, daf} es sich um
ein metallisches Elektronengas handelt, so dal man
mit vollstandiger Entartung rechnen kann. Es wer-
den speziell die auftretenden Oberflichenwellen in
einem Halbraum und in einer Schicht untersucht.

1. Die Grundgleichungen des Halbraums

Man betrachte einen metallischen Halbraum z>0. F(r,v,¢) sei die Verteilungsfunktion der Elektronen,
F(r,v,t) =f,(v) +f(r,v,1), und fo(v) die ungestorte FErmI-Verteilung. Dann lautet die linearisierte

BorrzmanN—VLasov-Gleichung:

%-}-(v,v:-)fo"' %(E,vv)fo=—7f (1)

mit

Dabei ist bekanntlich f < f, vorausgesetzt worden.

divE=4neffdv. (2)

In (2) ist beriicksichtigt, da8 die ungestorte Verteilung f, die Ladung der Ionen, die verschmiert gedacht
ist, kompensiert. y beschreibt summarisch den Einfluf} der Stofle der Elektronen mit den Ionen. Das Sto8-
glied sichert die Konvergenz der auftretenden Integrale. Das Feld E schreibt sich nach (2) explizit

E(r,1) =ej%dr' j f(, v’ 1) v’ (3)

Gesucht werden die Eigenfrequenzen des Halbraums, also Losungen von (1) und (3) von der Form

frexpliwt—ikr},

wobei K ein Vektor in der z,y-Ebene ist.
Dann ergibt sich aus (1) :

(0 —i7— (6, 0)) fuo +2; 2152 4 € (Eio (), Vo) fo=0 (4)
und aus (3)
2 (o]
Eio (z) = 2 ’;ei jdv’ {sz' ®* fro (2, 0)) e FE—2) 4 fdz’ % fro (Z,0) e k@2 1 (5)
0 z

mit k= | k| und» = (k,ik). (5) ergibt sich aus (3) durch Fourier-Zerlegung des CourLoms-Potentials. In
der Folge wird die Indizierung der Fourier-Koeffizienten von fio und Ek. weggelassen und zur Ab-
kiirzung @ =w —iy— (kKv) gesetzt, so dal stets Im @ <O ist. Die Behandlung der Gl. (4) verlauft zu-
nichst analog zu der beim anomalen Skineffekt$. Die formale Losung von (4) ist

2

j exp{ —i(®/v.) 2} (E(Z), V) fo dz') . (6)
0
¢ G. E. H. Revrer u. E. H. Soxpuemver, Proc. Roy. Soc. London A 195, 336 [1948].

f(v,2) = exp{ —i(@[v,) z} (F(v) S

muvz
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F(v) ist eine Funktion der Geschwindigkeiten allein, die sich aus den Randbedingungen ergibt. Wird
f(v,2) fiir v, = 0 mit f=(v,z) bezeichnet, so ist die eine Randbedingung, daB f< fiir z— oo nicht ex-
ponentiell anwachsen darf; daher ist

[f,z) = ;ev? j exp{i(@/v,) (z'—2) } (E(z), V+) fp d’. 7)

Zur Bestimmung der Verteilungsfunktion der Elektronen, die die Metalloberfliche verlassen, wird ange-
nommen, daf ein Bruchteil p der auf die Wand auftreffenden Elektronen spiegelnd reflektiert wird, so dal
v, nur das Vorzeichen dndert, und dall ein Bruchteil 1 —p diffus reflektiert wird, so daB} dieser Bruchteil
nach der Reflexion die ungestorte Verteilung f, hat. Die Randbedingung fiir die Elektronen, die den Me-
tallrand bei z = O verlassen, ist daher:

fo+ 17 (0, 2=0) =p(fo+f<(=v2,2=0)) + (1 —p) fo, (8a)
wenn fo+ f=(v,,z=0) die noch nicht Fourier-transformierte Verteilungsfunktion der Elektronen am Rand
mit v, = 0 ist. Geht man wieder zur Fourier-Transformierten iiber, so ist

f(,,2=0) =p f[<(—v,,2=0). (8b)

Diese Beschreibung des Rands hat sich in der Theorie des anomalen Skineffekts ® bewéhrt und wird iiber-
nommen. Damit erhalt man

Pv,z) = — ’m?b’; { expli( &/v.) (3" —2) J(E(2), Vo) fo d’
b i} N (9)
_mev;: j exp{ _i(d)/vz) (Z’+Z)} (E(Z’), Vv)fodz, )
0

. unterscheidet sich von \/. durch ein negatives Vorzeichen in der z-Komponente. Integriert man (7)
und (9) iiber die Geschwindigkeit, so erhdlt man als Bestimmungsgleichung fiir die Fourier-Komponente

der Dichte n(z) = [ fdv:

nz)=- ¢ j% [ 4 expli(@]o) (=)} (B (), Vo) o
vz>0 0
*on j J 2 exp{i(®fv.) (2" —2) } (E(), Vo) fy (10)
v,<0 2
jd”jdz exp{i(&/v.) (7 +2)} (E(), Vo) fo.
2:.<0 0
Legt man noch die Normierung der ungestorten Verteilungsfunktion durch [ fodv=n, (11)

fest, wobei n, die ungestorte Elektronendichte ist, so enthalten die Gln. (5), (10) und (11) die Losungen
des Halbraums.

2. Der Fall k=0

Im einfachsten Fall, k = 0, lassen sich die Integrale iiber die Geschwindigkeit in (10) teilweise ausfiihren.
Beachtet man, da8 f nur vom Betrag | v |=v abhingt und daB in dem hier allein interessierenden Fall der
vollstindigen Entartung Of,/Cv durch eine d-Funktion an der Fermi-Kante ersetzt wird, so erhilt man
nach einigen partiellen Integrationen aus (5), (10) und (11) (vgl. Anhang):

n() = o i—u [dz n() K(z—7 ) +pK(z+7)) - PEL K(z)fn(z & } (12)
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oo

d 0
wobei K(z) = fs‘as exp{ —i(w/vg) z s} (13)
0
ist. Die Stodampfung ist in der Frequenz @ enthalten und vp ist die FErmM1-Geschwindigkeit. Im Fall spie-
gelnder Reflexion, p=1, a8t sich die Integralgleichung (12) iiber den Halbraum offenbar in eine iiber
den ganzen Raum verwandeln, wenn man n(—z) =n(z) definiert:

+o0 +oo
n(z) = % i ’332; l fdz'n(z') K(lz—2']) - -%K(]z]) /n(z') dz’ (14)

Diese Gleichung ist (12) offenbar dquivalent, wenn p=1 ist. (14) lafit sich durch Fourier-Transforma-
tion losen.
+o0

Mit n(z) = fnkz exp{ —ik,z} dk,, n;,=n_y,
+o00
. 20 i 0?2 k.
und K(k,) = fK(lzl) explikh, 2z} dz = 50— 305 In Z—J_fk{;—
4 (15)
_ _~2v UF 3 kz2 ‘IJF2 - !kz DF‘
= 3120—(1+5'w2' ) fur'w—‘<l
erhalt man aus (14):
3 . z 3. 2
mis(1— 5 i 2. K(k))=— 5 K (k) my. (16)

a) ny=0 ergibt die Dispersionsrelation der gewShnlichen Plasmawellen

3 k2uvp?
0? = wy? (1 P = ;pf—

) fiir j";”Ff <1. (17)
P

Die Eigenlosungen sind ebene Wellen, die senkrecht zur Oberfliche laufen (,,normale“ Plasmonen ). Das
Feld im AuBlenraum z <0 verschwindet nach (5).
b) n,=0 fithrt nach (16) auf die Dispersionsrelation

1= i % K(0) oder  w?— (18)

w

wenn man wieder von den Stoflen absieht. Die zugehorende Losung klingt im wesentlichen exponentiell
mit dem Abstand vom Rand ab, Teil 3, und ist somit eine Oberflichenwelle. (15) ist die zuerst von
Rircuie ! angegebene Eigenfrequenz der Welle. Nach (5) ist das Feld dieser Welle im AuBenraum = 0.
Der allgemeine Fall p<1 ist mathematisch schwieriger, da die Integralgleichung auf den Halbraum z>0
beschréankt bleibt. Zwar lassen sich bekanntlich solche Integralgleichungen durch Laprace-Transformation
auf ein HirBertsches Randwertproblem zuriickfithren?, jedoch scheint das — anders als bei der Theorie
des anomalen Skin-Effekts® — hier nicht weiterzuhelfen. Auf die Diskussion dieses Falles wird daher im
folgenden verzichtet, zumal ein Vergleich mit anderen Autoren ohnehin auf p =1 beschrankt bleiben miif3te.

3.DerFall k0

Setzt man (5) in (10) ein, so erhdlt man nach einigen partiellen Integrationen aus (10) mit (11) und
fir p=1 (vgl. Anhang):

wfs) = j K,(z,2) n(7) &’ + K, (z) f ald) e * &, (19)
0 0

7 W. I. Smirnow, Lehrgang der Hoheren Math. IV, § 58, Berlin 1961. — N. I. MuskneuisuviLl, Singular Integral Equations,
Groningen 1953.
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. ’ 4nie? ) 1
wobei  K;(z,z') = — —”;:ia) fd 1;2 8{? SR (exp{ —i(®/v,)|z—2" |} +exp{ —i(®/v.) (z+2)})
;>0
(20)
dmei

2 1
und Ki(z) = w/ dv %T{fa’-l—k%?exp{_l ®[v,) z}

v,>0
ist. Man definiert n( —z) =n(z) und kann die Integralgleichung (19) wegen der spiegelnden Reflexion
wieder tiber die ganze z-Achse erstrecken. Nach Fourier-Transformation erhélt man aus (19) mit (20) fiir
den Fourier-Koeffizienten der Dichte die Gleichung:

+ o0
ni(L+ A (k, k) = A (k, k) 5 /kﬁ;,zdk' (21)
: 4 3, @ 1
mit Ak, k) = g f dv L:aju a)2+(ll:’ 0,2 DP—k 2t (2%
Speziell fiir k=0 erhalt man daraus mit (15)
op® K(ks) _ 3wp® 3 wwp? w+Fkz vp
AR =— " 50 — B 2 WPu ol (23)

Gl. (21) geht fiir kleine Werte von k offenbar in Gl. (16) iiber, da

. k
lim
k—0

k_1
n K2+k?

=4 (kz)

ist. Fiir £ =F 0 verschwindet die rechte Seite in (21) jedoch nicht, wenn man von dem trivialen Fall n(z) = 0
absieht. Daher erhilt man aus (21) als Bestimmungsgleichung fir die Eigenfrequenzen:

dkz

k.
kz

Das Integral 148t sich durch Konturintegration be-
rechnen. Die Singularitaten des Integranden in (24)
sind die Pole ky= *ik und die Pole k;, die durch
die Nullstellen von 1+ A4 (k, k,) gegeben sind. Dazu
kommen die beiden Verzweigungspunkte, die fir
kleine £ nach (23) in der Umgebung von

k= £ (0=i7) (25)
liegen werden, wenn man die Stoldampfung explizit
angibt. Die komplexe k,-Ebene wird daher in der
in Abb. 1 angedeuteten Weise aufgeschnitten.

Tk 1+A(k k)

(24)

Der Integrationsweg verlauft in der oberen Halb-
ebene und muf, da y>0 ist, in der angegebenen
Weise um den Verzweigungsschnitt gefiihrt werden.
Die Eigenfrequenz der Oberflichenwelle interessiert
nur in niedrigster Ordnung von k. Dann kann man
offenbar in (24) A(k,k,) durch A(0,k,) ersetzen.
Ferner wird die Integration um den Verzweigungs-
schnitt fiir y =0 ausgefiihrt, da w, > y.

Das Residuum des Integranden in (24) an der
Stelle k, =ik ist

-1 1
27xi 1— (wp?/w?)

+O0(kY).

Der Pol k; bestimmt sich in niedrigster Néherung
aus

da w? = wp?/2 ist. Die Losungen von (26) sind rein
imagindr (y=0). Mit der Substitution

uy =i V2 k,vp/o,
schreibt sich (26) .
u;=tg 'ul (1— —1;1)]



OBERFLACHENWELLEN IN EINEM ELEKTRONENPLASMA

Diese Gleichung hat die Losungen uy & +1,3741.
Die anderen Losungen von (26) liegen auf anderen
Riemannschen Blattern und gehdren nicht zum
Hauptzweig des Integranden von (24). Das Resi-
duum des Integranden bei k, =k, ist

. Y2 kv w4l

'3a wp |ug | u—1"

Das Integral um den Verzweigungsschnitt 168t sich
nicht explizit ausfithren. Man erhalt aus (24) ins-
gesamt in niedrigster Ordnung von £:

kv u2+1 g
2 __ i) | ... i ' S 9
o= F14v2 (3lu,1(u3—1)+3‘°)] (27)
_— o—/ ,21,40-10"2,
x3+6:v:+3ln il +97t)

so daB} annahernd

2_%( k vp
== 1+ .

(1,1156 + 6,14-10~2 ;) )

ist. RrrcuiE 3 erhilt statt dessen:
2 _ ﬁ( 6k ”F) . 1/6
w?— 1+ )5 ar) s |5 210054,

2
Die Frequenz der Oberflaichenwelle hingt nach (27)
in erster Naherung linear vom Wellenvektor ab. Der
Realteil der Frequenz stimmt anndhernd mit der
Frequenz iiberein, die sich in der hydrodynamischen
Naherung ® ergibt. Dazu tritt eine Dampfung auf,
die in erster Naherung linear mit £ zunimmt, wohin-
gegen die Lanpau-Dampfung der gewohnlichen
Plasmawellen fiir kvp<® verschwindet, wie man
auch aus (16) entnehmen kann (mit k=£k,). Die
iibliche Interpretation der Lanpavu-Dampfung als
Cerenkov-Strahlung 2 scheint daher bei der Déamp-
fung der Oberflichenwellen nicht zutreffend zu sein.

Es ist bekannt® und verstindlich, daB man auf
dem hier begangenen Wege nur die zeitlich gedampf-
ten Losungen der an sich allein interessierenden
stoBfreien Bovrrtzmann—Viasov-Gleichung (1) Dbe-
kommt, da man diese als den Grenzfall y =04 der
Gl. (1) behandelt. Dem entspricht die Wahl des In-
tegrationsweges in Abb. 1. Der Limes y =0 + ergibt
somit die physikalisch sinnvollen Losungen von (1)
mit y=0. Man verifiziert das auch leicht an der
Lanxpavu-Dampfung der normalen Plasmawellen, die
man aus (15) und (16) mit dem richtigen Vorzei-

8 N. G. van Kamren, Physica 21, 949 [1955].
9 L. Laxpav, J. Phys. USSR 10, 25 [1946].
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chen erhilt, wenn man verwendet, daf}

lim In(z—iy) =In|z|-in fir z<0 ist
y—

Die hier diskutierte Oberflichenwelle ist nicht im
mathematischen Sinn eine Eigenlosung der Bovtz-
MANN—VLAsov-Gleichung, da es sich bei dem durch
(1) und (2) gestellten Problem um ein Anfangs-
wertproblem handelt, dessen Losungen von der An-
fangsverteilung f(7, v, =0) abhingen, so dal kein
Zusammenhang zwischen w und £ bestehen kann.
Die Oberflachenwelle ist vielmehr eine asymptotische
Losung von (1) fiir groe Zeiten. Die Situation ist
daher die gleiche wie bei dem homogenen Plasma & 9.
Am einfachsten sieht man das, wenn man analog zu
Lanpavu ? die Laprace-Transformierte der Gl. (1) be-
handelt, um die Anfangsverteilung explizit zu erhal-
ten. Man kommt dann wieder zu der gleichen Inte-
gralgleichung (19), nur daB8 diese dazu einen in-
homogenen Anteil enthélt, der durch die Anfangs-
verteilung gegeben ist. Diese 148t sich wieder bei
der vorausgesetzten spiegelnden Reflexion 16sen, so
dal man die Laprace-Transformierte der Vertei-
lungsfunktion berechnen kann. Die asymptotische
Losung fiir grole Zeiten ergibt sich aus den Polen
der Laprace-Transformierten. Wenn man voraus-
setzt, daf} die Anfangsverteilung f(7,v,t=0) hin-
reichend glatt ist und somit keine Singularititen in
der Laprace-Transformierten erzeugt, findet man,
daf} die durch die Dispersionsgleichung (24) gege-
benen Frequenzen die einzigen Pole der Laprace-
Transformierten sind und somit die asymptotische
Losung von (1) und (2) bestimmen. Da dieser so
skizzierte Weg zu dem gleichen Resultat fithrt, wird
die Rechnung nicht explizit vorgefiihrt.

Das Feld im AuBenraum z<0 einer Oberflachen-
welle klingt nach (5) exponentiell mit dem Abstand
von der Oberfliche ab (~e*?); das ist einfach die
Folge der im AuBlenraum geltenden Laprace-Glei-
chung 1%, Im Innenraum z>0 gilt jedoch kein ein-
faches Exponentialgesetz fiir das Feld oder die Elek-
tronendichte. Um das zu sehen, wird der Einfachheit
halber der Fall k£ =0 betrachtet. Mit der Normierung
ny=1/n folgt aus (16) fiir die Elektronendichte:

+o0
Kk i
i) = f TR et dk,.  (28)

10 E. A. Sterx u. R. A. Ferrerr, Phys. Rev. 120, 130 [1960].
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Dabei ist die Zeitabhidngigkeit weggelassen worden. der oberen Halbebene, so kommt man wieder zu der
Das Integral wird wieder durch Konturintegration in Abb. 1 skizzierten Kontur. Man erhilt dann fiir
ausgewertet. SchlieBt man den Integrationsweg in (28):

_ 1 op  lul@i+D {_* -
n(z) = 3 V2 u2—1 V2vp "% [ z }
z—1
z+ 2 In PR i

18'**" /dx exp { V(;I:’F zx ’ :

Die Dichte nimmt im wesentlichen von einem bestimmten Wert am Rand exponentiell ab und die Eindring-
tiefe ist etwa durch vp/w, gegeben. Dazu kommen rasche Oszillationen der Dichte mit kleiner Amplitude.
Ahnliches gilt fiir das Feld im Metall nach (5). Die Verhltnisse im Metall sind demnach komplizierter, als

von STERN und FErreLL!? angenommen wurde. Integriert man (29) iiber den Halbraum, so ergibt sich

( 3+6z+31n——) o2 (29

eine bemerkenswerte Integraldarstellung fir u,%:
oo z—1
1 addl di 5+ 2 o7 x+1
sgra =18 o :
3 r—2 2
462+31In" x+1 +9x

4. Die Schicht

In diesem Paragraphen soll kurz die mit Plasma gefiillte Schicht, die zwischen 0 < z < a liegen moge,
behandelt werden. Die Rechnung verlduft ganz analog zu der in den vorhergehenden Abschnitten, so da3 der
Rechnungsgang nur angedeutet wird. Die wesentliche Anderung besteht darin, daB an den beiden Winden
bei z=0 und z=a spiegelnde Reflexion angenommen wird. Das hat zur Folge, dafl die aus den Rand-
bedingungen zu bestimmende Funktion F(v) in (6) unabhingig vom Vorzeichen von v, wird. Man erhilt
fir F(v) in diesem Fall:

—2iF(v) sin—ala
Vz

0) fo+exp{ —i(@/v,)(z —a) } (E(z)), Vo) fo] . (30)

Die obere Integrationsgrenze ist natiirlich durch die Schichtdicke gegeben. Von diesem Umstand abgesehen
sind die Ausgangsgleichungen fiir den Halbraum und die Schicht gleich. Fiir die gestorte Elektronendichte
n(z) ergibt sich wieder eine lineare homogene Integralgleichung. Aus (5), (6) und mit (30) erhdlt man
nach einigen partiellen Integrationen:

z)~fK0z, n(z)dz+lez,z)n(z)dz

(31)
+ K, (2) J."(z’) e %@ d2" + K»(z—a) fn(z') ek d7f
0
. , 4me? of @ , do
mit Koloz) == *7%0 [0 30 sin 0 (=) Gafanes
’ 47 e? " vy Ofy cos(dfvy) z. @ dv
Ki(z2) = - m ¢ _/ v Jv sin(@fvz) a cos . (z-a) Pt (32)

27 e? mf vz Ofy cos(®fvz) z. dv

v Qv sm(w/vz) a @+kp?”

K,(z) =

Die Integralgleichung 1dBt sich offenbar wieder in die untere z-Ebene fortsetzen, wenn man wie in Teil 2
n(—z) =n(+z) definiert. Die Losung der Gl. (31) erhélt man dann durch Zerlegung von n(z) in eine
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Fourier-Reihe mit der Periode 2 a:

+
. 1 .
n(z) = X nr, %2, pp,= 2—/ (z) e"ika2dz, k,="", n=0,
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] @
Damit ergibt sich aus (31) mit (32):

1—e ka kz k ’ ’

nkz(l_*_A(k’kz)):e—h:"uA(k,kz)Zkz_Fkﬁnkz(1+coskzacoskz a), (33)
k't
wobei A (k, k,) wieder durch (22) definiert ist. Er- 1= — 2 k1 (35)
T a B4k 1+AKk k)"

sichtlich zerfallen die Losungen von (33) in zwei
Klassen, je nachdem, ob k, ein gerades oder ein un-
gerades Vielfaches von 7z/a ist. Der ersten Klasse
entsprechen die symmetrischen Losungen,

n(a—z) =n(z)

und der zweiten die antisymmetrischen,
—n(z2).

Geht man in (33) mit k— 0, so verschwindet im
antisymmetrischen Fall die rechte Seite von (33),
da k," =0 ist. Man erhalt daher die schon in Teil 2
diskutierte Dispersionsrelation der normalen Plasma-
wellen 1+ A4(0,%,) =0. Im symmetrischen Fall er-
gibt in der Summe von (33) nur der Fourier-Koef-
fizient mit k£, =0 evtl. einen nicht verschwindenden
Beitrag. Mit n,=0 ergibt sich wieder die normale
Plasmawelle und mit n,= 0 erhilt man offenbar
keine nichttriviale Losung, s. u.

Ist k50, so hat man als Eigenwertgleichung aus

(33) zunichst:
Zk2+kz '

_ 1% e,,,’i‘
Das obere bzw. das untere Vorzeichen bezieht sich
auf die symmetrische bzw. auf die antisymmetrische
Losung. Mit der bekannten Darstellung des coth 7 z:

n(a—z) =

A (k, kz)
Ak, kz)

(34)

+oo

h Z .
7 coth ot z= Ziint
n=-—o00

kann man die Gl. (34) umformen, so da8 fiir beide
Losungsklassen die gleiche Eigenwertgleichung gilt:

Diese geht offensichtlich in Gl. (24), die fiir den
Halbraum gilt, iiber, wenn man a— oo gehen lafit
und die Summe in ein Integral verwandelt.

Bei kleinen Schichtdicken, ¢ £ <1, hat (35) fiir
die antisymmetrische Klasse (k,==0) keine Losung,
fiir die symmetrische erhilt man den schon von Rit-
cHIE 3 und Kanazawa ¢ angegebenen Eigenwert

w2=9;—2ak+o(ak).

FaBit man die Ergebnisse dieser Arbeit zusammen,
so ist zu sagen, daBl die bisherige Behandlung des
Spektrums der Oberflichenwellen in einem Elektro-
nenplasma unzureichend ist. Zwar zeigt sich, daf in
Ubereinstimmung mit der hydrodynamischen Nihe-
rung von RircHIE und im Gegensatz zu Kanazawas
Resultat die Abhingigkeit der Frequenz der Ober-
flichenwelle vom Wellenvektor in erster Niherung
linear ist; jedoch findet sich neben einem geringen
Unterschied im Realteil der Eigenfrequenzen eine
relativ starke Dampfung der Oberflichenwellen, die
in der hydrodynamischen Néherung vernachlassigt
wird. Diese Dampfung ist offenbar von einem ande-
ren Typ als die Lanpau-Dampfung, wenn man diese
als Cerenkov-Strahlung interpretiert. Damit in Zu-
sammenhang steht, dal die Amplitude der Ober-
flachenwellen nicht rein exponentiell vom Rand ab-
nimmt, sondern daf} sich dem exponentiellen Abfall
kleine Oszillationen der Dichte iiberlagern.

Zum SchluB8 mochte ich Herrn Professor Savter fiir
zahlreiche Diskussionen und fiir die kritische Durchsicht
des Manuskripts herzlich danken.

Anhang

Setzt man (5) in (10) ein, so ergibt sich zunéchst:

27ne

n(z) =

mk vz
2,0

=2 (%, Ve fo [/ dz" exp {i(®/v,) (' —z) +kZ'} /dz” n(z”) e~k
0 ;
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+ z/ dz" exp{ —i(®/v,) (z'—z) —kz} 0/dz" n(z’) e’ l

22 (99 00 ) fo | [d exp (i(@fun) (2 —2) —k ) [ @5 n(") &
0 0

v,>0

+ f dZ’ exp { —i(®[v,) (£ —z) +kz;} [dz"n(z") e—’”"}

2:;:2 P f%/dz' exp{ —i(®fv;) (z+2)} [(K, Vo) foe™* fdz"n(z”) ek’
0

v, >0 0

+ (x*, Vo) fo ekz'fdz"n(z") e""z"} :

Integriert man partiell und falt man zusammen, dann erhilt man mit \/» f,= vl % :
n(z)=_2ne2 :Iaaf: wx(;’t)v)fdz n(z)e k|lz—2'|
v2>6
4 2 3  hn  m ’
_ii fd” 1:,2 8]3 w2+k2v2 fdz n(z) [CXP{—l(w/vz)|z—Z'|} +pexp{ —i(®v,) (z+2)}

v,>0

+278 [ gL 3 o@D [ 4y b {3, 0) 0 ()~ p(X*D) 0= (4, 8))}

v Jv O+ K v
0z>9 0 (A 1)
Dabei ist y in die Frequenz w hineingezogen worden. Fiir p=1 geht (A 1) offensichtlich in die Gln. (19)
und (20) iber, wenn man beachtet, dal das erste Integral verschwindet, da

69 a0, g
w—AK, ‘IJ)

ist, wenn man iiber eine Kugel mit dem Radius vp im Geschwindigkeitsraum integriert; d2 » ist das Raum-
winkelelement.

Setzt man £=0 in Gl. (A1), so lassen sich die Integrationen teilweise ausfilhren. Man fiihrt im v-
Raum Polarkoordinaten ein und nimmt die z-Achse als Polarachse. Die Integration iiber den Betrag von v
1aBt sich bei vollstandiger Entartung leicht durchfithren. Mit der Normierung (10) folgt

3o 3 n,

v _4nvF3 6 (v —vp)

und man erhalt aus (A 1)

n(z) = ;’ wp® [fdz n(z)fxdx {exp{—z(w/va)]-r—z]}+pexp{_lw/vaJ(z+z)}}

; (A2)
_lzﬂfzdxexp{—i(w/vﬂ) z} fn(Z') dz’ }
0

0
Mit der Substitution s =1/x folgen hieraus die Gln. (12) und (13).



